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In questo seminario esporrò alcuni risultati di regolarità massima- 
le per le equazioni paraboliche, considerando più in particolare il caso di con 
dizioni al contorno non omogenee. 

Cominciamo a dare un'idea di cosa intendiamo per regolarità massima- 


le e della sua utilità nello studio delle equazioni paraboliche (soprattutto non 


lineari). 
Cominciamo a considerare un problema del tipo 
u'(t) = f(u(t)), Ostst 
(1) g(u(t)) = 0 ù 
u(0) = LA 


con le seguenti ipotesi: E, F, G sono tre spazi di Banach, feC'(E;F), 
gecl'(E,G), EG F, E È, g(u,) = 0. 

Indicando con f' il differenziale di f e con g' quello di g e ponen- 
do v(t) = u(t)-u > si ottiene (da f(u) = f(u) + f'(u,) + r(u uu )) e g(u) = 
gu) +9 fu) (u-u) + s(ui u-u,)) 

dv 


dn” f'(u)v + f(u,) & r(uiv) 


(2) g'(u)v + s(u,5v) = 0 


v(0)=0 


Per ve C'([0,T];F)NC([0,T];E), poniamo tv = di - f'(u)v» g'(u)V). 
Supponiamo che esistano tre spazi X,Y,Z tali che 

XG {veC'([0,T];F)MC([0,T];E)|v(0)=0}, 

YG C([0,T];F), zGC([0,T), G) tali che 1 stabilisca un isomorfismo lineare tra 

X e Y x Z. Allora (2) si riconduce a 
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t(v) = (f(u,) + r(u3v)3-S(u,5v)) 


da cui v= 1 (F(u)30) + e r(u iv)» =s(u tv). 

Si può quindi pensare di determinare una soluzione locale di (2) ap- 
plicando il teorema delle contrazioni. Inoltre, il fatto che © stabilisca un iso 
morfismo tra X e YxZ permette, in un certo senso, di ricavare la massima quanti- 
tà di informazione possibile sulla regolarità della soluzione. 

E' importante dunque stabilire risultati di isomorfismo del tipo sud 
detto per equazioni di evoluzione lineari. 

Anche se l'applicazione sistematica della teoria della regolarità mas 
simale a problemi non lineari è iniziata soltanto con [1], risultati di regola- 
rità massimale anche in casi estremamente generali sono noti da molti anni. Ci- 
tiamo per tutti un lavoro di Solonnikov [2] che tratta problemi parabolici non 
lineari di ogni tipo (si considerano anche sistemi e operatori di ordine supe- 
riore nella variabile temporale). 

Enunciamo uno dei risultati principali di Solonnikov in un caso sem- 


plice: consideriamo il problema 


n 2 
CIS qU_. 
nt tI a;;(t30) " dx. f(t,x), tel0,T] xE2 


u(ts*) lia = g(t,x) 


u(0,x) = up (*) 


n 
- 2 
con a;;€ C([o,T]x2), L alte gle] (v>0) 
i,j=1 
Supponiamo di cercare condizioni su f.93U, affinché (3) abbia una soluzione in 
ubP(10,T]; LP(a)) MLP([0,T]; w?*P(a)) (1<p<+®). Necessariamente, feLP([0,T]; 
iP(a)),g etP(10,71; W"P(29)). Si può vedere (vedi [3], th. 7.6) che, da 
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uew>P (10,71; LP(9)) segue anche gew!-1/2P>P(10,t1; LP (30). Consideriamo, 


infine Upi chiaramente, uf LP(a). Ma, sempre da [3], th. 7.6, si deduce anche 


2(1 - 1) p 
use W Pla, 


Inoltre, se 2(1 - 3) > > Si può vedere che u è continuo a valori in 


uno spazio di Sobolev W°*P(0), con s > ì: Ne segue che uo |a9"® 
Ebbene, Solonnikov ha dimostrato che, se fe LP(L0,T}; LP(0)), 
1-3 i Cer 2(1 - 3),p 
geW ([0,T];29)ML"({0,T]; W (29)), use W (9), o |a9°0 se 


2(1 - 3) > ù e 2(1 - 1 # È » il problema (3) ha un'unica soluzione in 


wP([0,T]; LP(9)) nLP([0,7]; WP(0)). Questo è un risultato di regolarità ma: 
simale. 

Un altro risultato di regolarità massimale interessante è stato otte 
nuto recentemente da B. Terreni [4]. Nel lavoro di Terreni si considerano in 
realtà sistemi ellittici del secondo ordine con condizioni al contorno di Diri- 


chlet e Neumann. Per semplicità limitiamoci a considerare il caso di un'equazio- 


ne: 
da n alu 
ato La; ij) A TA = f(t,x) 
ij=1 j 
(4) È b; (x) » + b(x)u - g(t, ni 


u(0,x) = u (x) 


ria condizioni su f, ge U affinché (4) abbia una soluzione in 
*S(fo,T]; LP(A)) M CX 0,11; 2.P(0)) (0Ka<1). 
Chiaramente, f deve appartenere a C°([0,T] 3 LP(0)). Se, ad esempio, 
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n ; n 
*. b_(x)v.(x) # owxeag(v(x) = versone normale esterno), (Da b.(x) 
ili cr RO 


o+1/2{ 


+ h(x)u = B(x,9)u € c"((0,T]; u>P(0)). Inoltre, poiché ue C 0,118 u>P(a)) 


fica d 3). st ha Blastuet 21 at: WHPPlea 


Infine, U deve appartenere a ui>P(q). Deve essere però soddisfatta 
un'ulteriore condizione (più riposta). Dal fatto che ueC"((0,T]; wP(a)) 0 


nelt*1o0, TI LP (v ) Terreni prova che segue l'appartenenza di u'(t) allo spa- 
pio ( 
Bh, 

Viceversa, Terreni prova che, se tutte le condizio 


zio di Li Aa W°P(9)) > È a). Dunque, necessariamente 


A(x, 9)U, + f(0,-)C ali” 
ni ip sonre sono sn (4) possiede una nni (unica) 
nin cl*Scio,ti; LP(a)) meS(ro,tI; WÉ*P(a)), purché ap = ad 3, A di 1a del 
risultato in sé, è interessante anche la dimostrazione. Terreni usa una formu- 
la di rappresentazione esplicita della soluzione: indichiamo con A il seguente 
operatore: D(A) = tuew?® P(9) ) {B(x, 22)U| sq =0} Au = A(x,9)u. A è il generatore 
infinitesimale di un semigruppo analitico exp(tA) in LP(a ). Sia Xe p(A). 


Consideriamo il problema 


zu - A(x,9)u= 0 in 9 


(5) 
B(x,9) " Gaga! 


con ge w>P(a). 11 problema (5) ha un'unica soluzione N(1)g in wP(a). 
Sia ora Tr la curva {t exp(-ig )1t20} © {t exp(i0, |t20}, con 6, > 1/2, 


tale che wie C, se |Arg 2| £ do? rep(A). (Qui supponiamo, e ciò non è restrit 


tivo, che 0e p(A)). Allora, poniamo, per t>0: 


K(t) = e I] exp(at)N(1)dx 
> 


si verifica che, Wt>0, K(t) e £(W?P(0), LP(a)). Formalmente, una soluzione di 
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(4) è data da 


t t 
(6) u(t) = exp(tA)u, +f exp((t-s)A)f(s)ds +f K(t-s)g(s)ds 
[0] (0) 


Si tratta quindi di verificare che u è soluzione del problema e ha 1a regolari- 
tà voluta. 

Nel corso della dimostrazione si rende necessaria una modifica della 
classica stima di Agmon per l'operatore N(1). 

In base ai risultati di Agmon [4], nel caso di condizioni al contorno 
di Dirichlet (nel caso cioè che AN(A)g-A(x,3)N(1)g=0 in 9, N)9| 1979 con g e 
E WÉ?P(0)), si ha 


1) C+ 1A DINCI9,,p + INOI9I, p  CCOHDI1 5 + 95)» 


voen’P(0) tale che 9-9] 3970 


Terreni riesce a ottenere: 


(9) C41a]) MN@IgL,,p + MAIL, 5 CU + Lat], + 11,5) 


(per ogni a € [0, sita formula che ha un certo interesse di per sé, 

In un lavoro successivo [6], in collaborazione con P. Acquistapace, 
B. Terreni ha applicato i risultati suddetti allo studio di equazioni paraboli- 
che quasi lineari. Tuttavia per certi tipi di applicazioni, il risultato di Ter 
reni si rivela piuttosto inefficace (ad es. per lo studio del comportamento asin 
totico delle soluzioni). In particolare, è disagevole disporre solo di un risul 
tato di regolarità massimale per funzioni hòlderiane nella variabile temporale 
e soprattutto crea grossi problemi la necessità della condizione 


(9) A(x,3)u, + f(0,x)e p°o (9) 


ps 
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Mi è perciò sembrato utile un risultato di regolarità massimale che 
"coinvolgesse" soltanto funzioni semplicemente continue nella variabile tempora- 
le e non richiedesse alcuna ulteriore condizione tipo (9). 

I] primo tentativo potrebbe essere, ad esempio, cercare un teorema 
di regolarità massimale per le funzioni in C'([O,T]; LP(2))MC(10,T1; w2*P(9)). 


Ad esempio, si potrebbe tentare di provare che il problema 


du = 
x A(x,9)u = f(t,x) 


(10) Ula9°0 
u(0,x) = 0 


ha un'unica soluzione ueC'([0,T]; LP(a)) C(IO,TI; W°*P(2)) wrec(ro,t]; L?(9)). 
Un risultato di questo genere è però impossibile per il seguente mo- 
tivo: esso implicherebbe per ogni f € C([0,T]; LP(a)) l'esistenza di una soluzio- 
ne di (10) in C'([0,T]; LP(a))MC(LO,T]; D(A)). 
Ora esiste un risultato di Baillon [7] che afferma quanto segue: sia 
E uno spazio di Banach, che non contiene alcun sottospazio isomorfo a LA (ad es. 
E è riflessivo o E = L'(9)). Sia poi A il generatore infinitesimale di un semi- 


gruppo in E e A soddisfi la seguente condizione: yfe C([O,T];E) il problema 


du 


n" Au + f(t), t €[0,T] 


(11) 
u(0) = 0 


possiede una soluzione in C'([0,T]; E)NC({0,T]; D(A)). Allora, AE L(E). 
Quindi, per ottenere un risultato di regolarità massimale che coin- 
L 
volga funzioni soltanto continue è, in un certo senso, necessario lavorare în 


spazi con cattive proprietà topologiche. 
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Questo è stato fatto da G. Da Prato e P. Grisvard in [1]. Il risul- 
tato fondamentale di [1] è il seguente: sia E uno spazio di Banach, A il genera- 
tore infinitesimale di un semigruppo analitico in E, 6€]0,1[. Indichiamo con 
D, (A) lo spazio di interpolazione continua tra E e D(A) di indice 6 (cioè, la 
chiusura di D(A) in (E, D(A)), a). Per ogni feC([0,T1; D olA))» (11) possiede 
un'unica soluzione u in C' n T];D olA))» tale che letto; mi D o(A)). 

E' facile provare che la parte di A in D o (A) genera un sudo 
in D, (A). Ciò implica allora che D o (A) contiene un a isomorfo a C0° 
Consideriamo ora il problema saab 


au _ 
= A(x,a)u = f(t,x) 


(12) B,(x,3)u-g, (tx) |, 770 » k=1,...,M 
u(0,x) = u (x) 


con i coefficienti di A(x,3) continui su A, i coefficienti di B k(*33) di classe 
2m-m 

[6 (3) (se B, è è di ordine m x Supponiamo che (A(x,9), (BL (x, 2}. sia un prob 

ma ellittico regolare, ordA(x, i) = 2me Vpe]l,to[ DEVA iui 

= {ue y2"> P(g (9) [B,(x,3)u], 70 » K= 1,...,m} , Au= A(x,9)u sia il generatore 

infinitesimale di un semigruppo analitico. 


Poniamo, per 0<a<1, 


o o(R")= {fetP(R")[1im sup ih ® Ju(-+h)-u]_=0}, (13) 
s+0t o<|h|<s p 
3 “(9) = {f] |fex®(R" 
(13) rp (9) {f]Ll rpl )} 


Si prova che, se 2me < a 5 D (A) = egg ) 


£). Quindi, se IK =0 WK, u0» 
2mo Pi $ “ ' .- +2m0 
vfEC((0,T]; p (2)), (12) possiede una soluzione u in C ((0,T]; è (9)) e 
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t + A(x,9)u(t,-) EC([O,T]; 30" (0)). 


Vogliamo ora procurarci un risultato di regolarità massimale che e- 
stenda il precedente, nel caso dei gr eu, non nulli. Supponiamo 0<a<1. 
Si può, innanzi tutto, cominciare a provare quanto segue: 


tao 
Siano i coefficienti di A(x,9) di classe c°'£(£) (e>0 arbitrario) e i coeffi- 


cienti di BL(x39) di classe cEMMTE (30). Se uew Pg), A(x,9)ucX°(9) ed esi 
em-m ta a 
stono funzioni g, in LA (2), tali che By (x33)u=9p [3770 VEIL (9) 
2m, p 


(= tueuÈ"P(a)|w8, |8] = 2m, ue 1s(a)). 


Cerchiamo allora condizioni necessarie e sufficienti per l'esistenza 


di una soluzione u in C'([0,T]; ip(9))MC(LO,T]; 20 (0)). 


Innanzi tutto, necessariamente, fEeC([0,T]; x°(9)). Inoltre 
2mta-Mm p 
By(x,9)u€C([0,T]; ;) (9)). Dall'appartenenza di u a C'(C0,T]; 1p(9)) N 
mta 
NC(IO,T]:; Sal CITE (2)) (se O<E<I, 


n 


(2)), segue anche che ue pen ( 


xÉ([0,T];E) = {ueC([0,T};E)|lim sup t-s|75 [u(t)-u(s)]=0}, ) 
8+0*%  o<|t-s|<s my 
1-— 


= C'(C0,T]};E), x°([0,T];E) = C([0,T];E)) e quindi By(x,3)ucA °P([0,T1;15(0)). 


[0,T]};E)= 


+ 
xe di 


Infine, u € 2). 
lo) 


Si prova, viceversa, che se 0<a< 3, yfeC([0,T]; x*(2)), 
n my p p 


Yg, EX cm ([0,T]; ap(a)) NC(IO,T]: Saia OT Vu € 2010), (12) ha una 


k 
unica soluzione u in C'([O,TI32p(0)) OC(LO,TI:; AE 0). 


La dimostrazione è fondata sulle idee di [4] e utilizza una rappre- 


sentazione della soluzione del tipo 
t t 


Mm 
(15) u(t)=exp(tA)u,+ f exp((t-5)A) g(s)ds + YY f k,(t-s)9(s)ds 
; (o) k=l1 0 i 


Naturalmente, kx è definito come segue: per x1€ p(A) il problema 
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Au - A(x,9)u= 0 in 9 
(14) B_(x2)U|.g70 s EF R 


B,(x33)u=9, (x) [2950 


+ 
È Nu a 


ha un'unica soluzione N ()9, vg e atom (2) e N (2)g 9). Per t>0, 


k 


A es 2 
k,(t) è definito come 2ri ; exp(at)N, (a)da 


Per stimare (13), si utilizza poi un'opportuna generalizzazione del- 
le stime di Agmon, sulla scia delle idee di [4]. 

Una volta ottenuto il risultato di regolarità massimale per (12), es 
so può essere esteso e utilizzato in varie direzioni. 

Si può, ad esempio, provare il seguente risultato; siano X e Y due 
spazi di Banach con XG Y e sia 8€ [0,1]. Diremo che lo spazio di Banach Z è di 
tipo B rispetto a (X,Y) se XGZGY e, Wxex, ix, S ch If. Supponiamo al 
lora che, per 0<6<1, 0<a< s i x sia di tipo e(e € 0,1[) rispetto a 


m ta 
a 2mta è ab a k 
X_(2), A 2)), e, per K=1,...,m, Y sia di tipo 0 tra X (9) e 1 2), 
(p(9) 30° (0), e, per a P pi ea (0) 
2m-m, +a 2mta si 
Ly. sia di tipo 6 tra LE (92) e 5 (9). Sia MELA an (2), 
" 2m-m, ta 


Allora, il problema 


di = A(x,a)u + Mu(t,-) + g(t,x) 
(17) BL(x9)u + NUu(t,*) - gp (ts) sg ©! 


u(0,x) = ul) 
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ha un'unica soluzione ueC'([0,T]; p(a))MC(LO.T]: 10" (g)) YfeECc([o,T); 1p(9)), 
Mg 


w 2mta-m 
gge > ([0,T]; ap (A))OC(TO.TI: X 


A 
p p 


Un risultato analogo può essere stabilito per l'equazione lineare non 


(9)), UE X Q). 


autonoma: 
du _ 
a A(t,x,9)u + f(t,x) 
(18) B,(t,x,9)u - Gg ltox) ne a * 0 


u(o,x) = nl)» 


se i coefficienti di A(t,x,2) sono di classe C([0,T]; x°(9)) e i coefficienti di 


Gue ta 1-my /2m 6 

BL(t,X,2) di classe C( 0,T]};à, (QTA 0,7]; x_(9)). 

Infine è possibile provare il seguente risultato per l'equazione qua- 
si lineare: 

anita) = È, a (t,X.y, seen fu = ft, selle ) 

|8]=2m 
v m-l 8 m,-1 
B. (t,%, 1030 u)a"u = g,(t,X;:.+39 u)|._=0, K=1,...,M 
k k 99 

(19) slam, 5° | 


Supponiamo che le funzioni ag*f>Bkg°9k siano di classe C°, e per ogni scelta di 


an ata il problema ellittico ( *, a (ts, 0 e ua, 
|8|=2m 
Lal, B.,m 2mta 
( ), Bi. (tas sl u)a ),_,) sia regolare. Allora, Wu € X ( 0,T],2) 
DE kB k=1 o p 
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1 (2 A a 
con 0<a< = e pdn, tale che Byg(0,%3+.-39, up)? UTI (Oxa ea 
P lg]=m, o 
mel 
È) o) |aa7°» (19) possiede una e una sola soluzione locale in C'([0,6[; 


p(9))NC( 0,6[; 10""%(0)), per qualche s>0. 


Per di più, la soluzione locale è unica in C'( 0,6; LP(a)) N 
2m, 
C(LO,SL; Wl"*P(0)). 


Proviamo solo quest'ultimo punto: sia u soluzione di (19), 
ue C'(10,8']; LP(A))MC(10,8]; WEM>P(g)). 


Per quanto provato nel caso di (16), esiste unica ve C'((0,5']; 
ap(2)) NC(10,6]; 2207910) per qualche a'>0, tale che 


* = L ag(t,xzuz...,0°9"1,)387 = f(t,x,u,...,929",) 
|8]=2m | 
m,-1 m-1 
(20) Di BL (b5X;:33,033 a u)afv = Gr(tsxs...59 & u)|._=0 
|gj=m, B k da 


V(0,x) = ul) 


Per i risultati di Solonnikov [2], v è l'unica soluzione di (20) anche in 
Wi *P(10,6'1: LP(a))MLP(10,8'1, WÉMP(2)). Poiché però u è soluzione di (18) e 
possiede la regolarità richiesta in [5], u=ve quindi ueC'([0,5']; 


(2)). 


ol 1. 2Mta 
\p(2)) NC(Lo, a 10° t, 


Ciò permette (iterando il ragionamento) di concludere che 
uec'([0,sl; 25 (0))2 C{O,61 ; do (2)), con a"a'. 


Con un numero finito di passaggi, si arriva al risultato voluto. Que 


sti ultimi risultati sono contenuti nel lavoro ZL 
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